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1) Définition

1) Linéaire du premier ordre

Une équation différentielle est une équation dans laquelle I'inconnue est
une fonction généralement notée y qui apparaft avec ses dérivées y', y”...

En TSTL, on ne voit que des équations linaires du premier ordre oi
n'apparaissent que y et y’ sous la forme :

(E): ay'+by="F(t), a,beR

exemple : (E): 10y’ +2y =45
A |l est d'usage de ne pas écrire y(t) ou y/(t).
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2) Condition initiale

La fonction y est généralement dépendante du temps t.
On connait la valeur de y(0), c’est la condition initiale.
L’équation décrit le comportement du systéme étudié pour t > 0.

A La condition initiale ne fait pas partie de I'équation.
C’est une information en plus.
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I1) La méthode

1) Ce qu'il faut résoudre

On veut résoudre I'équation :

(E): ay'+by = £(t)

dans laquelle y est une fonction de t et y’ est sa dérivée.

Nous connaissons la condition initiale y(0).

Exemple :
(E): 5y +y=20, y(0)=0

Il. La méthode 1) Ce qu'il faut résoudre
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A Avertissement — ne pas noter

En TSTL vous ne verre que des équations de forme :

y +ay=>b

[l existe une formule toute faite :
b —at
y=—+Ke " KeR
a

On pourrait se contenter d’apprendre cette formule par cceur, mais...
o |l est facile de se tromper quand ce n'est que du par ceeur,
@ une telle formule ne permet pas de comprendre grand chose,

@ quand vous referez des équations différentielles dans le supérieur, on
vous enseignera une autre méthode plus performante.

Donc, je préfére vous apprendre directement la méthode performante. Elle
n'est pas difficile et est systématique donc fera plaisir & ceux qui aime les
méthodes par ceeur.
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2) Résoudre y' = ay

Exemple : Pour quelle fonction y a-t-on y' = 3y ?

e y(t)=107

e y(t)=107

e y(t)=12¢t+37
o y(t)=1t2?

o y(t)=5e%7?
o y(t) =25€%7
o y(t) = Ke3?
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2) Résoudre y' = ay

Exemple : Pour quelle fonction y a-t-on y' = 3y ?

o y(t) =107 .. y'=0# 3y = NON
@ y(t) =07 . y'=0=3y = OUI
o y(t)=12t+37 .. y' =12# 3y = NON
o y(t) =127 y' =2t # 3y = NON
o y(t)=5e? ... y' =2 x5e?t £ 3y = NON
o y(t)=25€37 ... y' =3 x25e% =3y = OUI
o y(t)=Ked? ... y' =3Ke¥ =3y = OUI
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2) Résoudre y' = ay

Exemple : Pour quelle fonction y a-t-on y' = 3y ?

o y(t) =107 .. y'=0# 3y = NON
o y(t)=07 y'=0=3y = OUl
e y(t) = 2t+37 ............................. y' =12 # 3y = NON
o y(t)=1t27 .. y' =2t # 3y = NON
o y(t)=5e*7 ... y' =2 x5e% £ 3y = NON
o y(t)=25€37 ... y' =3 x25e% =3y = OUI
o y(t)=Ked? ... y' =3Ke3 =3y = OUI

Les solutions ont la forme y = K - €3f, pour n'importe quel K.
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Les solutions de

s'écrivent

Il. La méthode 2) Résoudre y’ ) équa. diff ? 7/ 19



Les solutions de

s'écrivent

démonstration
Version simplifiée pour avoir I'idée :
/

y/:ozy:>y—:oz
y

A gauche on reconnait une dérivée de In(y). On peut primitiver des
deux cétés.

at+c c  pat

In(y) =at+c=y=e

On choisit K = e€ et donc y = K - et
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3) Equation sans second membre

Etape 1 de la méthode
On consideére |'équation sans second membre (Ep).

Il s’agit de I'équation sans f(t).

(Eo): ay/+by=0
Il faut :
o la reformuleren y' = a -y,
@ conclure yp = K-e*t KeR
On a mis une étiquette a y.

C’est la solution générale de I'équation sans second membre.

Il. La méthode 3) Equation sans second membre équa. diff ?
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Exemple

5y'+y:0

Il. La méthode 3) Equation sans second membre équa. diff ? 9/ 19



5y'+y:0

LI

1 _
y'=—gy=n=NKe

Il. La méthode 3) Equation sans second membre équa. diff ? 9/ 19



Commentaires — ne pas noter

@ yp est une bonne solution & la mauvaise équation.

On le calcule parce que c'est un morceau de ce que I'on cherche.
@ K est pour l'instant indéterminé.

C’est la condition initiale qui fixera K.

o (Ep) décrit la dynamique du systéme, sa fagon de réagir quand on ne
le perturbe pas.

@ Dans |'équation, on doit reconnaitre des paramétres physiquement
pertinent.

Par exemple dans 5y’ + y, on sait que 5 est homogéne a un temps.
Donc on est certain que 5 sera un temps caractéristique du systéme.

Il. La méthode 3) Equation sans second membre équa. diff ? 10 / 19



4) Solution particuliére

Etape 2 de la méthode

On considére f(t) et on essaie de deviner une solution a (E).

Si f(t) = Constant =, on essaie y = Constante,

Si f(t) = Polynome =, on essaie y = Polynome de méme degré,
Si f(t) = ekt =, on essaie y = Ael

etc.

Seul le premier est requis en TSTL

On note y; la solution trouvée. C'est une solution particuliére de (E).
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f(t) = 20, donc...
on essaie y = ¢, donc y' =0,

on remplace dans (E) :

bx04+c=20=c=20

On conclut que y; = 20 est solution particuliére de (E).

équa. diff ? 12 / 19
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Commentaires — ne pas noter

Solution particuliére signifie que c’est une solution parmi d'autre.

Par exemple, si je pose I'équation
P +3x*—2x3 —Bx+3=0

@ On peut trouver au flair que x = 1 est une solution.

@ La vérification est facile : on remplace x par 1 et on vérifies'il y a
égalité.

o Il y a peut-étre d'autres solutions.

C’est la méme chose avec y;.

Il. La méthode
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5) Solution générale

Etape 3 de la méthode

Toutes les solutions de (E) s'écrivent :

Yy=ym+

C'est la solution générale de (E).
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La solution générale de (E) est :

y=»m-+
=20+ Ke's, KeR
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Démo — ne pas noter — pas a connaitre

démonstration

Supposons que u soit une solution de (E). On sait que y; est aussi
une solution de (E). On a donc :

au' + bu= f(t)
ay; + by = f(t)

En faisant la soustraction des deux équations on obtient :
au' —ayj+bu—by1 =0=a(u—y1) +b(u—y1)=0

On constate donc que u — y; doit &tre solution de (Ep).

Donc u—y1 = yo = u=y1 + yo.

Il. La méthode 5) Solution générale équa. diff ? 16 / 19



Commentaires — ne pas noter

Il faut comprendre que
o Toutes les solutions ont cette forme.

o Comme toutes les valeurs de K sont autorisées, il y a une infinité de
solutions.

@ Parmi toutes les solutions, nous allons voir qu'il n’y en a qu'une qui
respecte la condition initiale.
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6) Condition initiale

Etape 4 de la méthode

On calcule y(0) avec la solution et on utilise la valeur connue de y(0) pour
choisir K.

On obtient La solution de (E) qui respecte la condition initiale.
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y(0) =20 + Ke® "= g o k= —20

On conclut :
y(t) =20 —20,e" 5

Il. La méthode 6) Condition initiale équa. diff ? 19 / 19
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